Formelsammlung TET 1

Formeln

1 Einfiihrung

Faltungssumme
k—1
voz(k) =Y g7 (k—K)u" (k') (10)
k'=0
k
vor (k) =) g" (K)u’(k — k) (10)
k'=1

Yoz(k) = g" (k)u”(0) +g" (k = Du’ (1) + g" (k = 2)u"(2) +... + g" (Du’ (k- 1)

Vollstindige Antwort linearer Systeme:

y(7) = yor(7) + Yoz (7) ®3)
Diskrete vollstdndige Antwort linearer Systeme:
y" (k) = yor(k) +yoz(k) (11)

Diskrete Nulleingangsantwort:

-1

yor(k)= > g7 (k- k)" %) (13)

k'=—00

Faltungsintegral

Abtasteigenschaft eines Deltaimpulses:

/ F@)o(r —7')dr = (') (15)
Faltungsintegral

=/ gt —1') / g(mu(r —7)dr' (16)

o] 0

0— o]
z/ gt —1") dT'+/ g(r — m"u(r")dr'

oo 0

y0E(T) yoz(T)

Beziehung zw. diskreter und kontinuierlicher Impulsantwort (Stoflant-
wort)

75 T
g7 (k) = / gl —)dr (19)
0
kL
W= [ 7 g
(h=1) 72
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Die Sprungantwort oder ["Jbergangsfunktion

h(r) = / g(r — )dr' = / g(r")dr’ (24)
0 0
Unter der Voraussetzung: h(0~) = h(07) gilt:
(7) = 2-h(o) (29)
R ="q7"

Gilt die obige Voraussetzung nicht, so mufl man die verallgemeinerte Ableitung
verwenden.

Abgetastete Sprungantwort:

k

hI(k) =" g" (k") (26)

k'=1

Zusammenhang zwischen diskreter Impulsantowrt und abgetasteter Sprungantwort:
gT(k) = BT(k) = hT(k=1), k=23,... gT(1)=hT(1)  (27)
2 Gewohnliche Differentialgleichungsmodelle

y(") + an_ly("_l) +...+ aly(l) + apy = b u'™ + ... + bou (1)

bezogene Variablen:

ua = Uapy, ug = Ugpu, t=Tpr, dt=Tpgdr (4)

Nullstellenpolynom

Q(8) =bys™ +bp_18™ L+ Fbis+ by =bn(s—q1)(s —q2)...(s — qm) (10)

charakteristisches Polynom

P(s)=s"4+ap 15" " T +...+as+ao=(s—p1)(s—p2)...(s —=pn) (9)

ﬁbertragungsfunktion des Systems

G(s) = Q(s) _ bms™+ bn—18™ "+ ..+ bis+ by b (s—q)(s —¢q2)---(s—gqm)
P(s) "4 ap_18" "+ ...+ a1s+ ag "(s=p1)(s = p2)...(s = DPn)

(11)

Die homogene Losung
Der homogene Teil yp, (1) der Losung muf} die der urspriinglichen DGL zugeordnete
homogene DGL erfiillen:

y,ﬁ") + anfly,(l"_l) +...+ aly,(ll) + apyn, =0 (16)
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homogene Losung

yn(T) = c1eP7 + coeP?T + ...+ cpefn” (17)

Die partikulidre Losung fiir spezielle Eingange
Der partikuldre Teil y,(7) der Losung muf} die urspriinglichen DGL erfiillen.

yz(,") + an_lyl(,"*l) +...+ alyz(,l) + aoyp = bmu'™ + ... + bou (21)

Finden einer partikuldren Losung fiir Eingénge des Exponentialtyps:

d
L() = S (e 22
()= = (omo (22)
u(r) = L(e)
b = (keT)umo
ke®™ — (kesr)s:a
d

kt = g(kes‘r)szo
kre®” = dd—s(ke”)s:a
kcos(vt + ¢u) = Re(ke?? e’)sjy

Allgemeiner Fall

An einem LTI-System mit der Ubertragungsfunktion G(s) liegt die Funktion u(7)
am Eingang an. Die zur Eingangsfunktion

u(r) = L[e*] (26)
zugehorige partikuldre Losung lautet:

yp(7) = L[G(s)e”"] (27)

Besitzt die Eingangangsgrofle den Zeitverlauf:

N
u(r) =Y ke, (24)

wobei keines der a; mit einem Pol von G(s) zusammenfillt, dann lautet der parti-
kuldre Teil der Systemantwort:

N

yp(1) = z G(a;)k;e®” (25)

i=1
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Sonderfall

Zusammenfallen der Konstante a der Eingangsfunktion des Typs u(7) = ke®” mit
einem Pol p; der Ubertragungsfunktion

p; ist ein einfacher Pol
PiT d ST
u(r) = kePi™ = kg[(s —pi)e’ s=p, (28)

Der die Probleme verursachende Faktor s — p; im Nenner von G(s) kiirzt sich
heraus und die Auswertung fiir s = p; ist mdoglich.

() = k15~ PG () ocy, (29)

p; ist ein r -facher Pol

Verallgemeinerte Ableitung

Die Funktion z(7) ist auer an der Sprungstelle g stetig. Fiir den Sprung gilt:

[e] = 2(r3") — a(rg) = lim[a(ro +m) —2(ro —m)],  1>0 (41)

®) = (2™} 4 [2]e® + [aD]e®D 4 4 [2*D]e® (43)

{z(®)} ist die k-te Ableitung des stetigen Teils von z(7), also fiir 7 # .
z® = {zMY 4 [2]eW

@ = {zP} + [2]e® + [V]e®

Systeme zweiter Ordnung

y(z) + aly(l) + apy = agu, G(s) = (55)
mit ag = 1 und a; = 26y, folgt

2
Yo

@ 4 99w ® 4 2y — 12 R R
Y+ 20uy" + 5y = Yyu, G(s) 52 + 2005 1 172

6 Dampfungsgrad
d = 26 Verlustfaktor

Q = 5 Giitefaktor
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3 Lineare Systeme und Signale im Frequenzbereich

Die Systemantwort bei Sinuseingingen

u(1) = cos(vT) wpTg =1 w=vT (1)

u(T) = cos(27vT) BT =1

yst(1) = yp(7) = Re[G(jv)e’ ] = |G(jv)| cos[vT + ¢ (v)] (2)

Mit G(jv) = |G(jv)|e??e (") wobei |G(jv)| der Betrag und pg(v) = arc[G(jv)] der
Winkel fiir s = jv der i.a. komplexwertigen Ubertragungsfunktion sind.

Bodediagramm

Der Betragsfrequenzgang als Bodediagramm

In |G| =201g|G|dB, lg = log,, Zehnerlogarithmus (8)

Der Winkelfrequenzgang als Bodediagramm

Minimalwinkelsystem (Minimalphasensystem, Phasenminimumsystem) ist ein
System bei dem sowohl die Pole wie auch die Nullstellen der Ubertragungs-
funktion in der abgeschlossenen linken Halbebene liegen. Unter allen stabilen

Systemen mit gleichem Betragsfrequenzgang weist das Minimalwinkelsystem
in jedem beliebigen Frequenzintervall die kleinstmdogliche Winkeldnderung auf.

Fouriertransformation

Erweiterte bezogene Eingangsgrifie fiir das LTI-System:
u(t) = /7 = cos(vT) + jsin(v7) (16)
Yst (1) = yp(1) = G(jv)e’™" (17)

es gilt aber auch

Yst =/ gr—re" " dr = ... = (/ g(T')ej”T'dT') e (18)

o0 —o0

daraus folgt die

Fourier-Trafo

Giv) = Flgr) = [ g vrdr (19)
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Inverse Fourier-Trafo

o(r) = FHGUM = - [ Glimeman (20)

—00

bei Unstetigkeiten von g(7) liefert F~1[G(jv)] den arithmetischen Mittelwert von
g(7) an der Sprungstelle .

z(r) = F X (jv)] o—e  X(jv) = Fla(r)]
(7)) o1
1 o—e 27 (v)
e(7) o—e wo(v) + .]iy
rect(r) := { (1): }:I i }g o—e si(v/2) :== siny(/u2/2)
(1) := Z o(r — k) o—e T(jv) :=2x Z o(v — 27k)
k=—o00 k=—o00
e “e(r), Re(a)>0 o—e jyl+ a
—ar 1
Te %"e(1), Re(a) >0 o—e Gv +a)?
cos(v17) o—e m[o(v — 1) + 6(v + 1))
sin(vy 1) o—e —jr[d(v —v1) — 6(v + 1))
cos(v17)e(r) o—e g[&(l/ —v)+o(v+un)|+ V%J_VVQ
sin(v17)e(T) o—e j%[é(l/ —v)—0v+um)]+ ﬁ
e " cos(v1T)e(r), Re(a) >0 o—e %
e Y sin(v17)e(r), Re(a) >0 o—e m

Die Funktion rect(7) heifit Rechteckfunktion oder Fensterfunktion. Sie wird auch
manchmal als (7 + 1) — g(7 — 1) erklért.

Paar der Fourier-Transformationen
o0

Flz(r)] = X (jv) = / z(t)e " dr (22)

—0o0

FA G = 2(0) = 5 [ X(nerras

X (jv) Spektralfunktion, die zu z(7) gehort.

X (jv)/(2m) Spektraldichte, i.a. komplexwertig
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Nichtbezogene Form

Flu(r)] = U(jw) = / " (e tat

— 00

b
—
S
<
£
I

1 o .
u(t) = %/ U(jw)e’tdw

Grundlegende Eigenschaften der Fourier-Transformation

Konjugiert komplexe Zeitfunktion

z*(r) o—e X*(—jv) (41)
Reelle Zeitfunktion
2™ (1) = (1) & X(—jv) = X*(jv) (42)
Imaginare Zeitfunktion
2™ (1) = —a(1) & X(—jv) = -X"(jv) (47)
Konjugiert komplexe Spektralfunktion
z*(—7) o—e X*(jv) (48)
Spiegelung
z(—=7) o—e X(—jv) (49)
Gerade Zeit- und gerade Spektralfunktion
z(—1) = 2(1) & X(—jv) = X(jv) (50)
Ungerade Zeit- und ungerade Spektralfunktion
z(—7) = —2(1) & X(—jv) = -X(jv) (52)
Zeitverschiebung
o(t — 1) o—e e IOX(jv) (63)
Frequenzverschiebung
X(jv—juo) oo €"Tx() (64)
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Zeitdehnung
1 v
—  —X(j— 65
rar) o-e X(GY) (65)
Zeitdifferentiation
2 (r) o—e (ju)" = X(jv) (66)
ﬂ'bertragungsfunktion
Y(jv) = GGv)U(v) (67)
Zeitintegration
.
/ s(F)dr e L X(jv)+1X(0)5(v) (68)
—0o0
Faltung im Zeitbereich
21(7) *22(7)  o—e  X;(jv)Xa(jv) (78)
Faltung im Frequenzbereich
1 . )
x1(T)T2(T) o0—0 %Xl(JV) * X5 (jv) (83)
Parsevalgleichung
oo 1 o0
| lempar= o [ XG0P (55)
Fourier-Reihen
Synthesegleichung: Analysegleichung: (122)
U(t) — Z;o:—oo Ckej27rkf1t Ck — TLl OTl u(t)e—jQﬂ'kﬁtdt
Synthesegleichung;: Analysegleichung:
o0 jkwit 1 7 —jkwit (123)
u(t) = Y p oo Cr€?™1" Cr = 7 Jo " u(t)e 7¥1tdt
Bezogene Formen der Fourier-Grundgleichungen
Fourier-Reihenentwicklung 1-periodischer Funktionen
T =T, — x(7) ist 1-periodisch. 7 = T% = fit, z(7) = “(UL;T), Cr = Upgcey
z(1) = Z cred kT cr = / z(1)e 2 kT 41 (129)
k=—o0 0
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Fourier-Reihenentwicklung 27-periodischer Funktionen

Tp = 2 — x(r) ist 2m-periodisch. 7 = T =wit, 2(r) = 7””15{3(2”)]
St ) 1 27 .
z(T) = Z cre’*T Ch =5 | z(t)e *dr (131)

k=—o00

4 Laplace—Transformation

Herleitung der Laplace-Transformation ausgehend von der Fourier-Transformation:
Die imaginére, bezogene Frequenzvariable jv wird durch die komplexe Frequenzva-
riable s = ¢ + jv, mit reellem, konstanten ¢ > 0 ersetzt.

Einseitige Laplace-Transformation

Transformation rechtsseitiger Funktionen z(7) = 0 fiir 7 < 0

Llo(r)] = X (s) = / " s(r)e=rar,

1 g+joo

L7HX(s)] = z(7) X (s)e’"ds (1)

- % o—joo

s Laplace-Variable oder (bezogene) komplexe Frequenzvariable.

z(r) o—e X(s) X(s)ist die Laplace-Transformierte von z(7). Oder: Der Funk-
tion z(7) im Zeitbereich (Originalbereich, Oberbereich) entspricht die Funk-
tion X (s) in der komplexen Frequenzebene (Bildbereich, Unterbereich).
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Laplace-Transformierte haufiger Funktionen

a(r) = L7'[X(s)] o—e  X(s) = Llxz(r)]
o(7) o—e 1
1
e(r) o—e B
e~ 708
e(r—10), 702>0 o—e .
1
Te(T) o—e 2
rn-t 1
N _ il
(n—l)!g(T)’ n e o—e p
o 1
e “Te(r) o—e pars
€_a’T6( ) o—e ]'
T T e
™t —ar N 1
e e(r), né€ = Grar
cos(v17)e(r) o—e ﬁ
sin(v17)e(T) o—e 32171,/%
e 7 COS(VlT)E(T) o—e (,9-}-80,%)_720;-]/%
e sin(vy7)e(T) o—e (3_1_57124_1/%
(/1 — §2
e_a”OT—SHI( 1Y VOT)&(T), 0<0<1 o—e 1 5
V1 =62y, s% + 20vps + 18
Zeitdehnung
s
o —x(2 1
sar) oe -X(3),  a>0 (15)
Zeitverschiebung
x(r —10)e(T —T10) o—e e *°X(s) (16)
Frequenzverschiebung
X(s—sy) oo e°"x(r) (18)
Zeitdifferentiation
gV (1) o—e sX(s)—x(r") (21)
g®) (1) o sFX(s) - sF1z(07) - sF2xM(07) — ... —2* D (07) (22

THOMAS POTSCH - 10 -

6. Jun1 2002



Formelsammlung TET 1

Endwertsatz

2(o0) = lim [sX(s) (31)

Aus der Existenz des Grenzwertes folgt nicht, dal der Endwert existiert!
Anfangswertsatz

z(0T) = lim [sX(s)] (32)

§—00
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